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Sei G eine endliche Gruppe, F ein Kiirper der Charakteristik p # 0 und 
ez z g’EG xsg E FG ein zentrales primitives Idempotent im Gruppenring FG. 
Bekanntlich gibt es dann nach Brauer (vgl. [l]) unter den Sylow-p-Unter- 
gruppen der G-Zentralisatoren C,(g) der g E G mit x, # 0 eine-bis auf 
Konjugation eindeutig bestimmte-absolut grijBte derart, da8 alle iibrigen 
zu Untergruppen dieser einen in G konjugiert sind. Diese wird dann die 
Defektgruppe D(e) von e, bzw. des zu e gehijrigen “Blocks” genannt. Sie 
1aBt sich bekanntlich (vgl. [5, 61) b f 11 d d e en a s a urch charakterisieren, dal3 alle 
FG-Moduln M mit eM = M bzgl. D( ) e relativ projektiv im Sinne von 
Higman (vgl. [3]) sind, wahrend es mindestens einen solchen FG-Modul M 
gibt, der bzgl. keiner echten Untergruppe von D(e) relativ projektiv ist. 
Diese Defektgruppen sind seit ihrer Entdeckung durch Brauer vielfach und 
von den unterschiedlichsten Gesichtspunkten her studiert worden (vgl. 
[2, lo]), nicht zuletzt in einer Reihe von Arbeiten von Green, die vie1 zu 
einem besseren Verstandnis der mit den Defektgruppen verbundenen 
Phanomene und GesetzmaBigkeiten beigetragen haben. Insbesondere hat 
Green gezeigt, daB sich der Begriff der Defektgruppe folgendermal3en 
sinnvoll verallgemeinern (und damit such im ursprtinglichen, Brauer’schen 
Fall besser verstehen) 1aBt: zunachst wird F durch einen beliebigen kom- 
mutativen Ring R (mit l!) ersetzt und der Gruppenring FG durch eine 
beliebige R-Algebra A, auf der G-analog zur Operation von G auf FG durch 
Konjugation: gx = gxg-l, durch R-Algebren-Automorphismen operiert. 
Wir nennen solche Algebren kurz (R, G)-Algebren. Beispiele sind neben FG, 
bzw. RG allgemeiner alle Halbgruppenringe RH fur Halbgruppen H, auf 
denen G von links durch Automorphismen operiert sowie die Endomor- 
phismenringe End,(M) von RG-Moduln M, falls fur g E G und q E End,(M) 
wie iiblich g?(m) = g . v(g-l . m) (m E M) gesetzt wird. 
1st A eine (R, G)-Algebra, so bezeichnet man jeden A-links-Modul M, 
auf dem zugleich G von links durch R-Automorphismen mit g(a . m) = 
‘~a . ~12 (g E G, a E A, ?lz E M) operiert, als einen (A, G)-Modul, Equivalent 
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dazu kann man M als einen RG-Modul zusammen mit einem durch die 
Links-Multiplikation A x M + M definierten (R, G)-Algebren-Homomor- 
phismus A ---f End,(M) auffassen. In diesem Sinne ist jeder RG-Modul M 
automatisch (RG, G)-Modul, sowie (EndR(M), G)-Modul. 
Eine “subkonjugiert abgeschlossene” Menge U von Untergruppen von G 
wird nun nach [7] Defekt-Basis einer (R, G)-Algebra A genannt, falls 
einerseits die Summe AU = xoEU A, der Ideale A, = {&,Ec,oga 1 a E AL’, 
d.h. a U-invariant} in der Unteralgebra AC der G-invarianten Elemente in A 
gleich ganz A G ist, andererseits U in jeder subkonjugiert abgeschlossenen 
Menge ‘23 von Untergruppen von G mit A m = AC enthalten ist. Wie man sich 
leicht klar macht, 1aRt sich U ebensogut such dadurch kennzeichnen, da8 es 
einerseits eine (endliche) G-Menge S (d.h. eine endliche Menge S, auf 
der G durch Permutationen von links operiert) mit U = U(S) =dp 
{U < G / SW # a} und eine G-Abbildung f: S --f A mit Csss f(s) = 1 A 
gibt und dal3 andererseits fiir jede G-Menge T und G-Abbildung f ‘: T - A 
mit &-f’(t) = IA die Inklusion U C U(T) gilt (d.h. eine G-Abbildung 
v: S --+ T existiert. f' la& sich dann z.B. durch f’(t) = Cssm-l(t) f (s) 
definieren). Es la& sich zeigen (vgl. [7, Theorem I]) dal3 zu jeder (R, G)- 
Algebra A eine Defekt-Basis U = ‘1)(A) existiert und dal3 insbesondere 
ein RG-Modul M genau dann relativ U-projektiv im Sinne von [4] ist, wenn 
a(End,(M)) _C U gilt. Ferner gilt 
SATZ 1. Fiir eine (R, G)-Algebra A und eine subkonjugiert abgeschlossene 
Menge U von Untergruppen von G ist aquivalent 
(i) D(A) CU. 
(ii) A ist als RG-Modul relativ U-projektiv. 
(iii) Jeder (A, G)-Mod& M ist relativ U-projektiv. 
Der einfache Beweis (in der Reihenfolge (i) => (iii) * (ii) * (i)) sei dem 
Leser iiberlassen. 
Ziel der vorliegenden Note ist nun der Beweis von 
SATZ 2. Ist die (R, G)-Algebra A als RG-Modul direkter Summand in 
einem Permutationsmodul R[T] = {z tsr r,t ] rt E R} fiir eine G-Menge T und 
wird dabei 1 A E A durch 1 A = &r xt . t dargestellt, so besteht b(A) gerade- 
abgesehen von der 1- Untergruppe-aus allen p- Untergruppen U von G, fiir die 
es ein maximales Ideal m von R mit char R/m = p und ein t E TU mit xt $ nt 
gibt, wobeip durch die Teiler der Gruppenordnung 1 G 1 l&ft. 
Beweis. Sei D(A) die in dem obigen Satz explizit beschriebene Menge von 
Untergruppen von G. Zu zeigen ist 3(A) = D’(A). 
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(1) Wir kijnnen 0.B.d.A. annehmen, da0 R ein Kiirper ist. Denn wegen 
II)‘(A) = (Jn, ID’(R/m @ A) (m lauft durch alle maximalen Ideale von R) 
auf Grund der Definition von D’(-) reicht es zu zeigen, dal3 such D(A) = 
U,,, D(R/ut @ A) gilt. Dies folgt aber aus dem Nakayama-Lemma, angewandt 
auf AC und den R-Teilmodul Au mit U = lJn, a(R/m @ A) unter Ausnut- 
zung der Tatsache, da8 fur einen Permutationsmodul M (und deshalb such 
fur alle direkten Summanden eines solchen) die U-invarianten Elemente in 
R/nr @ Msamtlich von MU herkommen, d.h. daR (R/m @ M)u -= R/t11 @ hP 
gilt. 
Bemerkung. Die obige Formal fur a(A) erinnert etwas an den in [7, 
Proposition 3.431 allgemeiner fur “G-Funktoren” A (bzw. G-Familien A, AU) 
ausgesprochenen Satz, da8 es fur einen Noetherschen Integritatsbereich R 
R endlicher Krull-Dimension stets endlich viele Homomorphismen vy: R---f F, 
(v =- l,..., n) von R in Korper F1 ,..., F, gibt mit D(A) = Uz=, n(F, @JR A). 
Es sei deshalb an dieser Stelle bemerkt, da0 die dort gemachten Endhchkeits- 
voraussetzungen iiber R nicht notig sind. Genauer gilt also 
SATZ 3. Sei A eine R-Algebra und (AU) eine “G-Fan&e” auf A im Sinne 
von [7, Sect. 3.21. Dann existieren stets endlich viele Homomorphismen 
py: R + F, (v = I ,..., n) von R in k’orper F1 ,..., F, derart, da@ a(A) = 
(J,“=, D(F, OR A). Ist dariiber hinaus A als R-Modul endlich erzeught, so lassen 
sich die q~,,: R + F, ssimtlich als Homomorphismen von der Form R - R/m, ftir 
geeignete maximale Ideale m, (v =- I,..., n) wiihlen. 
Beweis. Die zweite Aussage folgt wieder aus Nakayamas Lemma 
((Fy OR A)u = F, OR AU gilt jetzt auf Grund der Definition des Tensor- 
produktes von G-Familien, bzw. G-Funktoren; dafiir ist fiir den Fall, daB 
A, (AU) von einer (R, G)-Algebra B im Sinne von [7, Sect. 5.51 herkommt, 
nicht notwendig F, OR A, (F, @JR Au) der (F,G)-Algebra F, OR B zuge- 
ordnet!). Die erste -4ussage folgt leicht aus 
LEMMA 2. Ist A eine R-Algebra, I ein zweikeitiges Ideal in A und gilt fiir 
alle Homomorphismen v: R 4 F van R in beliebige Kiirper F die Beziehung 
F@I%F@A,soistI=A. 
Beweis. Sei andernfalls I’ ein I umfassendes maximales zweiseitiges Ideal 
in A. Dann ist jedes von 0 verschiedene Element im Bild von R - A - A/I’ 
in A/I’ zentral und folglich invertierbar, das Bild von R in A/I’ ist also in 
einem Kdrper F C A/I’ enthalten und fur den Homomorphismus 9: R + F 
gilt nach Konstruktion F @ I &F @ A. 
Aus Lemma 2, angewandt auf A und1 = AU mit U = (Jrp:R+F D(F OR A) 
(wobei die Vereinigung iiber alle Homomorphismen von R in Korper 
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genommen wird), folgt namlich A n = A, andererseits sind alle D(F OR A) 
Teilmengen der endlichen Menge aller Untergruppen von G, also gilt 
bereits fur eine endliche Auswahl von Homomorphismenv,: R+F,, v = 1 ,..., n, 
die Beziehung U = (J,“=, 3(F,, OR A). 
(2) Ein G-invariantes Element m eines RG-Moduls M heil3e eine 
S-Spur in M fur eine G-Menge S, wenn es eine G-Abbildung f: S + M mit 
CseS f (s) =m m gibt. 1st M = M1 @ Ma und m == m, @ ma, so ist m offenbar 
genau dann S-Spur in M, wenn mr S-Spur in M, and me S-Spur in M2 ist. 
Ferner ist nach Satz 1 das l-Element IA einer (R, G)-Algebra A genau dann 
S-Spur fur eine G-Menge S, wenn a(A) C U(S) gilt. 
Schlieblich gilt 
LEMMA 3. Sei T = G/U eine transitive G-Menge und 
m=r. 1 tERITIG 
SC/U 
ein G-invariantes Element im Permutationsmodul R[ T]. Dann ist m genau dann 
S-Spur fiir eine vorgegebene G-Menge S, wenn r in dem vomgr@ten gemeinsamen 
Teiler aller Indices (U : U,) (s E S; U, -= (u E U / us := s}) erzeugten Ideal in R 
liegt: r E g.g.T. {(U : U,Y) j s E S} R. Insbesondere ist fir einen Kiirper F 
der Charakteristik p ein von 0 verschiedenes Element m E FITIC genau dann 
S-Spur, wenn die p-Sylow-Gruppen von U in U(S) liegen. 
Beweis. Zunachst ist festzustellen, dal3 die G-Abbildungen f von S in 
R[ T] -= R[GIU] und die U-Abbildungen von S in R einander vermijge 
f +-+f mitf(s) = Csucclof(g-V@ umkehrbar eindeutig entsprechen. Also 
ist m 72 r .Ct.oiU t E R[G/U]” genau dann S-Spur, wenn es eine U-Abbildung 
fi S---f R mit Csc,f(s) = r gibt. Wegen ~(ZLY) = f(s) fur alle u E U ist dies 
wiederum genau dann der Fall, wenn fur die U-Orbits Us, , Us, ,..., Us, von 
U in S gilt 
m = i$ f(sJ( u : u,) E i (u : u,> .R 
i=l 
= g.g.T. {(U : UsL) 1 i = I,..., n} . R = g.g.T. {(U : U,) 1 s E S} . R 
gilt. 
(3) Nun folgt leicht die Behauptung von Satz 2: wir nehmen an, daB R 
ein KijrperF der Charakteristikp ist und erhalten fur jede G-Menge S: a(A) C 
U(S) o I A S-Spur in A 
*fur jedenG-Orbit G. t,,C TistCt,G,Oxtt =xt,, CtsGt,, t S-Spur inR[T]; 
* alle Sylow-p-Untergruppen von G,(t E T) liegen fur xt # 0 in 
U(S) 9 U(S) 3 W(A), woraus sofort D(A) = 3’(A) folgt. 
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Bemerkung. Es scheint interessant, fur eine Banach-Algebra A, auf der 
eine lokal kompakte Gruppe G verntinftig operiert, nach G-Raumen S mit 
einem G-invarianten MaR dp und stetigen G-Abbildungen f: S---f A mit 
s f dp = 1 A zu fragen. 
ANHANG 
Obschon die allgemeine Theorie relativ U-projektiver Moduln schon 
verschiedentlich erschijpfend dargestellt worden ist, sol1 im folgenden noch 
fur den methodisch interessierten Leser ein kurzer AbriR dieser Theorie 
skizziert werden, der an die Stelle der subkonjugiert abgeschlossenen Menge U 
von Untergruppen von G G-Mengen S mit U(S) = U riickt und dadurch in 
gewisser Hinsicht diese Theorie noch durchsichtiger erscheinen la&. 
Sei also M ein RG-Modul. Fur jede G-Menge S sei n/r[S] der RG-Modul 
aller formalen Linearkombinationen 
zsrns *s mit g * ( 1 C m,ss = C gm, * gs = C gmgmls ’ s. scs scs SE.7 
Gelegentlich fassen wir such M[S] als den RG-Modul aller Abbildungen 
f: S-t144 mit kf M = iA f k’4) 
auf. Es gilt offenbar: 
(1) %‘[S] s M OR R[S] E Hom,(R[S], M) (wobei fur zwei RG- 
Moduln M, N der R-Modul Hom,(N, &f) vermiige (gf)(m) == g( f (g-‘m)) 
(g E G,f E Hom,(M, N), m E M) zu einem RG-Modul gemacht wird). 
(2) (M OR N)[Sl EZ M[Sl OR Ns M OR N[S]. 
(3) Hom,(M, N)[S] s Hom,(M[S], N) sx Hom,(M, N[S]). 
(4) M A+ M[S] ist funktoriell, d.h. definiert einen kovarianten Funktor 
F, der Kategorie der RG-links-Moduln in sich. 
(5) Fur jedes M und S hat man kanonische RG-Homomorphismen: 
psM:M+M[S]:mH c m.s 
SOS 
und 
vsM: M[S] + M : f it sTsf (s) (bzw. c m, . s N c m,) . 
SSS ES 
ps ist eine natiirliche Transformation der Identitat in F, und vs eine von F, in 
die Identitat. 
(6) 1st T eine weitere G-Menge, so ist M[S][T] z M[S x T]. 
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Eine Sequenz 0 + M’ + M -+ M” -+ 0 von RG-Moduln heiBe nun 
S-split, falls die Sequenz 
0 + M’[S] + M[S] + M”[S] - 0 
split-exakt ist. Ebenso heiBe ein RG-Homomorphismus v: M + N S-split- 
surjektiv, bzw. S-split-injektiv, falls v[S]: M[S] - N[S] split-surjektiv, 
bzw. split-injektiv ist. 
Mittels der durch die Komposition mit der Diagonal-Abbildung 
A:S-+S x S:stt(s,s) 
definierten Abbildung 
asM: M[S x S] + M[S]:f-f . A 
erkennt man leicht, da8 psM: M - M[S] ein Beispiel einer S-split-injektiven 
Abbildung liefert. Ebenso zeigt man leicht mittels der Diagonal-Abbildung 
Qf: M[S] 4 M[S x S]: c m,s F+ c m,(s, s), 
da13 vSM: LW’[S] ---f M S-split-surjektiv ist. 
SATZ 4 (Gaschiitz und Higman). Fiir M und S sind folgende Aussagen 
iiquivalen t : 
(i) psM: M - M[S] ist split-injektiv; 
(ii) M ist “S-injektiv”, d.h. jedes kommutative Diagramm 
mit S-split-injektivem v besitzt eine kommutative Ergiinxung N’ - M; 
(iii) vsM: M[S] - M ist split-surjektiv; 
(iv) M ist “S-projektiv”, d.h. jedes kommutative Diagramm 
M 
/ /’ /’ Ir 1 
N’“NkO 
besitzt eine kommutative Ergiinzung M -+ N’. 
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(v) M ist zu einem direkten Summanden von M[5J isomorph; 
(vi) Es etitiert eine G-Abbildung f : S + End,(M) mit xseS f (s) = IdM . 
(Hierbei wird-wie iiblich-End,(M) verm6ge (gcp)(m) = g . v(g-lm) als 
G-Modul betrachtet.) 
Beweis. “(ii) * (i)” und “(iv) =+ (iii)” folgen unmittelbar aus der dem 
Satz vorangestellten Bemerkung. Zum Nachweis von “(i) 3 (ii)” betrachtet 
man das erweiterte Diagramm 
M 0 --f N[S] g N’[S]. 
M[Sl 
Da nach Voraussetzung links-inverse Homomorphismen M: N’[S] -+ N[S] 
und /3: M[S] --+ M existieren, la& sich eine kommutative Erganzung N’ ---f M 
als Komposition 
definieren. 
N’- N’[S] oL_ N[S] -+ M[S] 0, M 
Ebenso zeigt man “(iii) -+ (iv)“. Die Implikationen “(i) =P (v)” und 
“(iii) 3 (v)” sind trivial. Zum Nachweis von “(v) + (ii)” und “(v) 3 (iv)” 
reicht es zu zeigen, dal3 ganz allgemein gilt: 
LEMMA 4. Fiir jedes M und S ist M[S] S-projektiv und S-injektiv. 
Denn-wie iiblich-gilt dies dann fiir alle direkten Summanden von 
M[S] ebenfalls. 
Beweis von Lemma 4. ps . MtSl  M[S] + (M[S] -+ (M[S])[S] besitzt in der 
oben bereits definierten Abbildung asM: M[S x s] + M[q ein Links- 
Inverses. ebenso Y~[‘I in eSM ein Rechts-Inverses. 
Zum Nachweis von “(i) o (vi)” schliel3lich reicht es zu bemerken, daB 
zwischen den G-Abbildungenf : S ---f End,(M) und den RG-Homomorphis- 
men 01: M[S] + M vermiige 
und 
01 w fa: fa(s)(m) = a(m * s) 
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eine Bijektion definiert ist, welche wegen c+ 0 pLsM = Cspsf(~) gerade die 
Linksinversen von psM umkehrbar eindeutig den f : S + End,(M) mit 
Csesf(s) = Idm zuordnet. 
Bemerkung. Ebenso kann man naturlich “(iii) o (vi)” und damit auf 
andere Weise “(ii) o (iv)” zeigen. 
Aus Satz 4 folgt wegen 
und 
Hom,(M[S], IV) s Hom,(M, N)[S] E Hom,(M, N[S]) 
sofort, daf3 mit M oder N such M @ N und Hom,(Ikf, N) S-projektiv sind. 
Bemerkung. Wie bereits erwahnt, ist wegen 
M[G/H] zx (M lH)-’ 
der Modul M genau dann G/H-projektiv, wenn er relativ H-projektiv im 
Sinne von D. G. Higman (vgl. [3]) ist; allgemeiner ist M genau dann 
U-projektiv im Sinne von [4] (II eine Teilmenge aller Untergruppen von G), 
also direkter Summand in 
gu W I uF’~~, 
wenn M utrCU G/U-projektiv im Sinne der obigen Terminologie ist. 
Wir wollen nun die S-Projektivitat fur variables S betrachten. Zu diesem 
Zweck schreiben wir S < T, falls eine G-Abbildung S + T existiert, und 
S * T, falls S < T und T < S gilt. Offenbar definiert “<” eine Halb- 
ordnung auf den G-Mengen und “*” eine Aquivalenzrelation. 
Man zeigt leicht: 
LEMMA 5. S < T + U(S) C U(T) und S * T CJ U(S) = U(T). 
Insbesondere gibt es nur endlich viele “3’‘-~quivalenzklassen von G-Mengen. 
Wir behaupten nun: 
SATZ 5. Fur jeden RG-Modul M gibt es eine G-Menge S, derart, daJ M 
genau dann T-projektiv fiir eine beliebige weitere G-Menge T ist, wenn S < T 
gilt. S ist also durch M bis auf “*“-&uivalenz eindeutig bestimmt und heiJt 
eine Defekt-Menge von M, ftmzw hei$‘t die durch M eindeutig bestimmte Familie 
U(S) die Defekt-Familie U(M) von M. Oflensichtlich gilt U(M) = &., r.projektiv 
U(T) und U(M @ N) = U(M) u U(N). 
DEFEKTGRUPPEN 229 
Beweis. Zunachst einmal gilt : 
(7) 1st M S-projektiv und S < T, so ist M such T-projektiv, und 
(8) 1st M S-projektiv und T-projektiv, so such S x T-projektiv. 
Beweis aon (7). Die Abbildung psM: M-+ M[S] faktorisiert iiber 
pr”: M-t M[ T]: ist namlich v: S - T eine G-Abbildung, so definiert dies 
einen RG-Homomorphismus 
Cp’M: M[T]+ M[S]:fF+fo v mit psM = vMpLrM. 
Also besitzt pTM mit pLsM ein Linksinverses. (Ubrigens ist sogar jede T-auf- 
spaltende Sequenz 
O-tN’+N-+N”-+O 
such S-split fur S < T, woraus ebenfalls (7) folgt.) 
Beweis ~011 (8). 1st M direkter Summand in N, so schreiben wir M 1 N. 
Aus M j M[S] folgt natiirlich 
M[T] 1 M[S][T] = M[S x T]. 
Gilt zusatzlich M 1 M[T], so folgt M 1 M[S x T], 
Aus (7) und (8) folgt sofort Satz 5: 
Q.E.D. 
Da es nur endlich viele “*“-Aquivalenz-Klassen gibt, existiert gewil3 eine 
beziiglich ‘I<” minimale G-Menge S, fur die M S-projektiv ist, d.h. eine 
G-Menge, fiir die aus T < S und M T-projektiv stets T * S folgt. Wegen 
(7) ist dann M such T-projektiv fiir jedes T mit S < T. Andererseits: ist 
M T-projektiv, so nach (8) such S x T-projektiv. Wegen S x T < S folgt 
S x T*S, also wegen S x T< T dann such S< T, Q.E.D. 
SATZ 6 (Maschke, Gaschiitz und Higman). Ist M RG-Modul und 
1 # U E U(M), so ist U eine p-Gruppe mit pR # R. 
Beweis. Dies ergibt sich, wenn man den folgenden, etwas allgemeineren 
Satz auf die G-Menge S = UPRZR G/G, v G/l (G, eine Sylow-p-Unter- 
gruppe von G) anwendet: 
SATZ 6’. Ist S = uy=, SC eine in disjunkte G-Teilmengen Si zerlegte 
G-Menge mit 
g.g.T.(l S, I, I S, I,..., 1 S, I) . R = 5 1 Si 1 . R = R, 
i=l 
so ist jeder RG-Modul M S-projektiu. 
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Beweii. Sei xy-, 1 Si j . ri = lR mit geeigneten ri E R. 
Dann ist f : S -+ R: s i--t ri (s E SJ eine G-Abbildung mit 
also erfiilltf’: S --f End,(M): s -f(s) * Idnn die Voraussetzungvon Satz 1 (vi). 
SchlieBlich hat man 
SAT2 7. Gilt das Krull-Schmidt-Theorem fiir (endlich erxeugte) RG-Moduln 
und ist M (endlich erzeugt und) direkt unzerlegbar, so gibt es eine einfache 
(d.h. unzerlegbare und damit transitive!) Defekt-Menge von M, d.h. es gibt eine 
Untergruppe U von G mit U(M) = U( G/ U) = { V / V < G subkonjugiert zu 
U in G). In diesem Fall wird U such Defekt-Gruppe von Mgenannt. 
Beweis. Dies folgt-wie iiblich-daraus, daB nach dem Krull-Schmidt- 
Theorem fiir S = S, u S, jeder unzerlegbare direkte Summand von 
M[S] e M[S,] @ M[S,] einem direkten Summanden in M[S,] oder in 
M[S;I isomorph sein mu& 
Damit ist die allgemeine Theorie relativ projektiver RG-Moduln i.w. 
entwickelt. 
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